O método — Aprender a aprender

“Aguele que adora praticar sem estudar a teoria € como o
marinheiro que embarca sem navio, sem leme e compasso, e
nunca sabe onde pode ir parar.” Leonardo da Vinci (1452-1519)

“A primeira coisa que eles procuram na Google, é a tua
capacidade de aprender coisas novas rapidamente.”
Laszlo Bock, former SVP of People Operations at Google



Estatistica (Ciéncia dos dados)

“O pensamento estatistico sera um dia tao necessario como
qgualificacao para uma cidadania eficiente como a capacidade

de ler e escrever”
H.G. Wells (Escritor inglés, ficcao ciéntifica, 1866 — 1946)

“O proximo século sera seguramente o século dos dados.”
David Donoho (in 2000, 1957 -)

“But people don’t want data. They want answers!”
David Hand (1950 - )



Amostragem: Introducao

Populacao (M)

Parametro (6) descreve
uma caracteristica da
populacao

Realidade

\VJ

Modelo Probabilistico
X:F(x,0)

6 desconhecido

Incerteza

eeongt
P —OZmMmxxmmZz —

Amostragem aleatdria
(X1, X2+, Xn)

Inferéncia 4# Rigor



Amostragem: Introducao

Alunos ISEG
2017/18 (M)

Amostra
(Xl'XZJ '"'Xn)
n=10

Pratica desporto

Modelo Probabilistico
X~B(n,0)

6 desconhecido

Parametro (@) é a
proporgao alunos que

pratica desporto R



Amostragem: Introducao

Avaliar qualidade
producao de uma
fabrica téxtil

Pecas de fazenda
produzidas

Modelo Probabilistico
X~Po(A)

A desconhecido

X
\nfefény \

Amostra
(Xl'XZJ '"'Xn)
n = 30

B numero médio
Parametro (A) é o A § ) de defeitos por
numero médio de B. d\ 4 peca na amostra

defeitos por peca na R
populacao



Capitulo 6 - Amostragem

6.2 - Especificacao.

e Especificacdo de um modelo (universo/populacao)
Escolhna de uma familia de modelos probabilisticos para

descrever a distribuicao da populacao.

e Distribuicao da populacao
Descreve o modo como se distribuem os “numeros” que
constituem a populacao



Amostragem fiquei aqui
* Populacao

* Conjunto de “numeros” dos quais se extrai uma amostra

e Amostra casual

 (Cada elemento da populacao tem igual probabilidade de
ser selecionado

Definicdo 6.1 — Amostra casual
(X1,X,,++,X,,), sdo independentes e identicamente

distribuidas(uma “cdpia” da v.a. X) — simbolicamente iid




Amostragem

Amostra aleatéria Espaco Amostra

{ (xlli X125 xln)

(x21, X22,""") xZn)
Amostras

(X31, X3, X37) observadas

(xmlr Xm2,""") xmn)

Def: Espaco Amostra é o conjunto de todas as amostras de
dimensao n que é possivel extrair de uma populacao de dimensao M




Amostragem

e Analise Estatistica

Determinar que generalizacoes, baseadas na amostra,
podem ser feitas acerca da populacao

 Abordagem Frequencista

O aspecto central da analise estatistica consiste em
reconhecer a variabilidade dos diferentes conjuntos
amostrais

“Statistics is the science of variation.” Douglas M. Bates (1949 -)



Exemplo — Assuma-se que X (pratica ou ndo de desporto)~B(1,8)
Modelo sera:
Fy = {f(x|6) = 0*(1 — 0)'*:x € {0,1}A 6 € @ = (0,1)}

Amostra casual (X1, X5, -+, X,,), sendo:

X; = 1 (iésimo individuo da amostra pratica desporto)
X;= 0 (caso contrario)

X;, 1=1,2,---,nsaoiida X

Suponha-se que a amostra tem dimensaon = 3.

Espaco amostra tera 8 elementos:

(0,0,0) com probabilidade | (1 — 8)3
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) “ 6(1 — 6)?
(1,1,0),(1,0,1), (0,1,1) “ 0%(1—6)
(1,1,1) “ 63




Amostragem

Uma empresa tem 6 trabalhadores. O numero de anos de
experiéncia dos mesmos é {2, 4, 6,6, 7, 8}. Seleccionaram-se
amostras de 2 trabalhadores sem reposicao. O espa¢o amostra
contem 15 amostras diferentes representadas na tabela abaixo:

X1

X2

Aml

Am?2

Am3

Am4

Am5

Am6

Am7

Am8

Am9

Am10

Am1ll

Am12

Am13

Aml4

Am15

N~ |R|R[AINININININ

[V |IN|O N[O |0 |N[Oj|0 (N[ |~

Cada uma das 15 amostras
tem a mesma probabilidade
de ser selecionada.



Amostragem

6.3 — Estatistica

A estatistica descreve uma caracteristica da amostra

Permite condensar a informacao amostral num unico numero.

Qualquer fungdo de X = (X, X5, -+, X,,), por exemplo, T = h (X)
é uma estatistica.

Definicao 6.2 — Estatistica

Uma estatistica € uma variavel aleatéria T (X, X5, -+, X;,)

fungdo da amostra aleatéria (X1, X5, -+, X,,), que ndo é funcdo de
qualquer para@dmetro desconhecido.




Amostragem

Exemplo 6.7 — Se (X1, X, -+, X,,) é amostra casual de uma
populacdo de Bernoulli, as estatisticas:

T1 (X4, X5, -+, Xp) = Xz Xj, representa o nimero de “sucessos” na
amostra,

Ty (X1, X5, -+, X)) = Xizq X;/n, indica a proporgdo de “sucessos”
na amostra.

Exemplo 6.9 — Se (X, X,, -+, X,,) é amostra casual de uma
populagdo normal X~N (u, az) com parametros desconhecidos,

Sao estatisticas unidimensionais:
n

Xy X=) X/n E X; — =14
1=1 =1 i=1

N3ao sao estatisticas:

1 n 1 n 1 n )
z Y. el ¥, _z .
Uzi=1( l ,u) a? i=1 l a? i=1 l



Amostragem

e Distribuicdes amostrais
* Distribuicao da estatistica T.

e Pode ser dificil de obter

* \Vamos usar a estatistica T e a sua distribuicao para
inferir sobre parametros da populacao usando a
amostra

» Utilidade de qualquer estatistica depende do
comportamento probabilistico da estatistica e nao

do seu valor t(xq, x5, ***, X,;) para uma amostra

particular.



Amostragem

Exemplo — Assuma-se que X (pratica ou ndo de desporto)~B(1,6)

Seja uma amostra de dimensdo n = 3 e a estatistica T} = ).7-; X;

n Distribuicao por amostragem do

Espaco ty P (Tl — Z xi) nimero de sucessos na amostra

amostra i=1 s

(0,000 |0 1/8 035

(1,0,0), | 1 3/8 .

(O) 1, O)I 0.2

(0,0,1) -

(1,1,0), | 2 3/8 01

(1,0,1), 005

(0,1,1) 0

(1,1,1) | 3 1/8 ° 1 2 3




PdeT

< 00O

4.5
5
5
5

5.5

6.5

6.5

7.5

X1

6
6
6
6
7

Am1l
Am?2

Am3
Am4
Amb5
Am6
Am7/
Am3
Am9
Am10

Am1ll

Am1l2

Am1l3

Am14

Am15

Amostragem

< =200V ax«

w un a << 00




Amostragem

2
t(xlj;ij) — JZj = Zi_lxij/z (] =1, 2,“',15)

X P(X =X%) Estatistica T(xlj,xzj) = )?j é uma
3 1/15 variavel aleatodria
: 2/15 Distribuicao por amostragem da
4.5 1/15 média da amostra
5 3/15 0.25
5.5 1/15 0.2
6 2/15 0.15
6.5 2/15 01
! 2/15 0.05
7.5 1/15 .

3 4 45 5 55 6 65 7 75



Amostragem

Distribuicoes por amostragem do minimo e do maximo da amostra.
Seja a amostra (X1, X5, -+, X;;) onde X;~F(x), f.d.p ou f.p. f(x).

e Estatisticas de ordem: obtém-se ordenando a amostra:

Xa) X<+ < X
Min{X;} Max{X;}

e Distribuicao do minimo:

G(l)(X) = P(X(l) < X) =1—-[1-F()|"?

e Distribuicao do maximo:

Gy(X) = P(X () < x) = [F(]™



Amostragem

Exemplo 6.15 — Seja uma populagcdo X~Exp(A) ,e uma
amostra casual (X1, X3, *+,X;,). O minimo da amostra, X(y),

tem pelo T.5.4 uma distribuicao exponencial de parametro
nA:

A distribuicdo do maximo da amostra, X, €:
_ n
G(n)(X) =P(X(n) SX) — [1—8 /1x]

Exerc.4 Seja uma amostra casual de dimensao 5 de uma
populagdo com fungdo densidade, f(x) = 3x? (0 <x < 1).
Determine a probabilidade de o valor maximo da amostra

nao exceder 0,9. E de o valor minimo da amostra ser inferior
a(1.



Amostragem

e Média e variancia amostrais

e Meédia amostral

X _ Z?=1Xi
n
e Variancia amostral
= 2
52 _ 7ilzl()(i _X)Z _ ?=1Xi _XZ

n n

Teorema 6.1 — Se (X, X5, -+, X;,) € uma amostra casual de uma

populacao para a qual existem média e variancia
2

E(R) = s Var(%) ==

e O teorema apenas exige a existéncia de p e de g2 (no universo).




Amostragem

T(X{,X,) = X é uma v.a. Discreta com
D; = {3,4,45,5,5.5,6,6.5,7,7.5)

X PX = X) Uma empresa tem 6
3 1/15 trabalhadores. O numero de
4 2/15 anos de experiéncia dos
4.5 1/15 mesmos € {2,4,6,6,7, 8}.
5 3/15 Entdo a média de anos de
5.5 1/15 experiéncia na populacao é
6 2/15
6.5 2/15 E(X)=p=55
7 2/15 _ o
TEREEVIT E(X) = ZEEDXfo(x) - 55

E(X) =u



Amostragem

Teorema 6.2 — Se (X1, X5, '+, X,,) € uma amostra casual de uma

populacao para a qual existemm média e variancia, tem-se,

E(5§2) = 122 42

n

® Os valores de S? tém tendéncia para sairem inferiores a

variancia da populacao; a variancia amostral subavalia, em
média, a variancia da populacao.

® Correccao do problema — variancia corrigida definida por,

n .—¥)2
G2 — =1(Xi=%) =L10'2 e E(SIZ)ZO'Z

n—1 n—




Amostragem

* Estatisticas * Parametros da
distribuicao
amostral

Bernoulli: Propor¢do amostral - X~ Média da proporcao
Proporcdo - 6 amostral - E(X)
Poisson . _
Média - 4 Média da amostra - X Média da média da
amostra - E(X)
Normal o .
1 A Variancia da média
Média - U Variancia da amostra g
o ) > a amostra
Variancia - 0 S Var(X)
Exponencial Variancia corrigidada ~ Media da Variancia
Média - AMmostra da amostra

S'Z E(SZ)



Amostragem - Populacdes normais :

e Distribuicao da Média amostral com variancia conhecida

* (X{,X,,,X,) amostra casual de uma populacio N (u, 62)

e Tem-se, E(X) = u; Var(X) = o?%/n

Logo, X~N(u, 62/n) ou —=* = X7* _N(0,1
g0, X~N(,0%/n) ou 2 =N (0,1)
n = 100
\n-—~25
n=y
3 2 1 0 1 . o

Fig. 6.13 — Distribuicio de X paran =5, 25 e100.



Amostragem:

Exemplo 6.21 — Suponha-se que a duracao das chamadas telefonicas
locais em determinada empresa pode ser bem aproximada por uma
distribuicao normal com média igual a 17 minutos e variancia 25. Qual a
probabilidade de, numa amostra aleatoria de n chamadas, a duracao
média se situar entre (a) 16 e 18 minutos e (b) 14 e 16m?

a) n =25
P(16 <X<18) =P

<

5 < 7 5
R Nt
=P(-1<7Z<1)

=@(1) —d(—1) =20(1) — 1 = 0.6826

(16—17 X—u 18—17)

b)n =100

SRS 18_17) =P(-2<Z<2)

oo vm Ivios
= $(2) — D(=2) = 20(2) — 1 ~ 0.9544

P(16<X<18)=P<



Amostragem:

b)n =25

<
5/\/2_5 O-/\/ﬁ 5/\/2_5

=P(-3<Z<-1) =9(—1) —d(-3)

P(14 <X <16) =P (14_17 X= 16_17)

= @(3) —P(1) = 0.1573

n =100

14-17 X—Uu 16—-17
—— <<

oo Nm o Nviso
— B(=2) — P(—6) = D(6) — B(2) ~ 0.0228

P(14<X<16)=P< )=P(—6<Z<—2)



Amostragem:

* Populacdes normais - Distribuicao da Variancia amostral
e (X{,X,,--+,X,,) amostra casual de uma populacdo N(u, o%)

e Relembre-se, X;~N(O0, 1):'Xi2~X%n)

Logo,

2

ns? _ (n— 1)5’2 . 7iﬂl=1(Xi — )_()2
= ~X(n-1)

o2 o2 o2

(um grau de liberdade é perdido quando se usa X em vez de )

Chi-Square

VAN .
AN
[/ S~

.00

o 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24




Amostragem:

TABELA 6 — DISTRIBUICAO DO QUI-QUADRADO

X(zn),e: P(X > X(Zn),s) = &

A T 1 11 | | e | 1 I 1 | 17/ 1| A

o oo e 0ls Il 4% 1ES 476 3l S0 eg3s TER 10T
[l parm 21 A7 138 25 4400 SRRl YW RAID 103 15EDS
me A5 26 AR S 123 d366 4108 6231 TRlS R34 11M) 12EM 166
A e T 10ed 185 3357 5385 1T A4 11043 15477 14880 1548

Al a3l Ll45  1el0 2675 433 66 R23 LD 128 15086 16730 Z0ALS

A6 ET 123 1A 2204 3455 540 Tl 1045 125 14449 I8RlZ 1BME Zi4N
w18 1AW 2187 283 425 634 T L2017 14067 1enl3 18475 202W 2432
L4 lef] 2180 275 34, A0 V34 1021% 133 15507 17AS 2RO Z1RS 280H
173y 2 4000 335 4168 SEMR 0343 113R 14681 16819 1ROL 2leee AR5 278N

P T N e | B O T S A e S A G | TN

- R B — Ty e e PR

[—
[—]



Amostragem - Populacdes normais :

* Distribuicao da Média amostral com variancia desconhecida

e (X{,X,,,X,) amostra casual de uma populacio N (u, 62)

/7

desconhecido

e Deve substituir-se a2 por S2 ou S'?

, . N(0,1)
e Deve usar-se o racio de Student ~t(n-1)

O}/

Logo, se X e S? s3o0 a média e variancia da amostra casual de
tamanho n de uma populacao normal com média u, entao

X — X —
T A P ottn—1)

= — S
S/\/ﬁ /Tl—l

e Para grandes amostras a t-“Student” pode ser aproximada pela normal




Amostragem:

TABELA 7 — DISTRIBUICAO t-“Student”

t,,  P(X>t, )=¢

n\e

_ W N

120

400
0.325
0.289
0.277
0.271

0.254
0.253

250 .100
1.000 3.078
0.816 1.886
0.765 1.638
0.741 1.533

0.677 1.289
0.674 1.282

050
6.314
2.920
2.353
2.332

1.658
1.645

025
12.706
4.303
3.182
2. 776

1.980
1.960

A
O

loe. s

010 .005 001
31.821 63.656 318.289
6.965 9.925 22328
4541 5.841 10.214
3.747 4.604  7.173
2.358 2.617 3.160
2.326 2576  3.090






Amostragem

Teorema 5.10 Teorema do limite central

Dada a sucessao de variaveis aleatorias

iid, X{,X5,:++,X,,, -+, com média u e variancia
g (finita), entdo, quando n — +oo, a funcio de
distribuicao da variavel aleatoria,

noX,—nu X -—
Zn: 1=1“"1 M:O_ H’;N(O,l)

o\vn /\/ﬁ

Diz-se que Z,, tem distribuicdo assintdtica N(0, 1).

Notas: 1. OT.L.C. aplica-se a v.a.(s) X; discreta ou continua.

2. O T.L.C. pode aplicar-se desde que se conhe¢cam
a média e variancia da v.a. X; , mesmo que a sua
distribuicao seja desconhecida




Amostragem

Distribuicoes por amostragem assintoticas

Em muitas situacdes nao é possivel obter distribuigcoes exactas para as
estatisticas Y.;-1 X;,X,S% 5’4, mas podem obter-se distribui¢des
aproximadas, desde que existam os momentos da populacao até certa
ordem.

e Distribuicao assintotica da Média amostral

* (X{,X,,:,X,) amostra casual de uma populacdo

* EX) =wVar(X) =o?(i=12,-,n)

Entao, para n — oo, pelo Teorema do Limite Central

— ?=1Xi_n“_)?_“,;
2, = HEE = LN (62D



Amostragem

Distribuicao por amostragem

25 100 amostras aleatdrias U(0,1) com n=5

2

E

I;.:-10

- _

0.159184722 0.223138402 0.287092081 0.35104576 0.414999439 0.478953119 0.542906798 0.606860477 0.670814156 0.734767836 0.798721515
X



Amostragem

Distribuicao por amostragem
1000 amostras aleatdrias U(0,1) com n=5

300

250
200
150
100
50

. . . . . M Series2 . . . . .

,t Q.’ 0.‘ 0. Q.’ Q.’ Q.‘ Q.' Q.' Q.’ Q.‘



Amostragem

5000 amostras aleatdrias U(0,1) com n=5
1400 Distribuicao por amostragem

1200

1000
800
600
40
20
. 1 .

0.040211569 0.124929643 0.209647717 0.294365792 0.379083866 0.46380194 0.548520015 0.633238089 0.717956164 0.802674238 0.887392312
X

Frequency

o

o



Amostragem

Exemplo 6.17 — Sejam as variaveis aleatodrias iid,
(X1, X5, -+, X30) com distribuicdo uniforme no intervalo (0,10).
Pretende determinar-se P(X < 5.5). Como o valor exacto é de

dificil calculo, recorre-se ao TLC (6.21). Entao, tem-se:

EQX) =p =5, Var(X) = 02/30 = 12212 = 053
_ X—pu 55-5
P(X <55) =P 57— < T3 | = #(094) = 08264
=70,



Amostragem - Populacdes Bernoulli:

Populacao é composta por elementos de dois tipos: os que
possuem e 0s que nao possuem determinado atributo.

e Distribuicao da proporcao amostral
* (X{,X,,+,X,,) amostra casual de uma popula¢do B(8)

 Tem-se, E(X)=0; Var(X) =0(1-0)/n
* Entao, paran — oo, pelo Teorema do Limite Central

YL, Xi-m6 _ X-0
n Jn8(1-6) 0(1-0)

n

< N(0,1) (6.21)




Amostragem - Populacoes Bernoulli:

Exemplo 6.19 — Admita-se que uma instituicao bancaria classifica os
seus clientes possuidores de cartoes de créedito em “maus” e
“bons” riscos, conforme tenham ou nao faltado a um pagamento
nos ultimos 2 anos. Suponha-se que a proporcao de “maus” riscos
(classificados por X = 1) é de 0.05 para as agéncias da zona de
Lisboa. Qual a probabilidade de se obter pelo menos 10% de

maus riscos numa amostra de:

(a) 50 clientes; (b) 400 clientes?



Amostragem - Populacoes Bernoulli:

A resposta a qualquer das duas alineas € obtida calculando
P(X = 0,1), sabendo-se que X;~Bi(1;0,05) i =1,2,---,n.

(a) n = 50; 8 = 0,05 — aproximar usando o TLC
_ X—0 0,1 — 0,05
P(X=01)=1-P <
J9(1 —0) J0,05(1 —0,05)
n 50

~1—¢(1.62) =1 —0.9474 = 0.0526

(b) n = 400; 8 = 0,05 — aproximar usando o TLC

_ X-6 0,1 — 0,05
P(X>01)=1-P <

J0(1 —0) J0,05(1 —0,05)
n 400

~1—d(4,59) =0



